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LÒI Gicre THIỆU 


Xin chào tất cả các bạn ! 

Mình cũng là một học sinh đang theo đuổi ước mơ đại học như các bạn. Trang đề 
thi đại học môn toán, câu hệ phương trình Jà câu khó, khi chủng ta nghe thầy cô giảng 
bài hoặc đọc tải liệu thì hiếu cách làm nhưng ta vẫn cử thắc mắc ỉả "tạisao "họ"ỉạị ỉàm 
được như vây Ị/r Sách tham khảo hay thầy cô chỉ nêu cho chúng ta phương pháp - 
đường đì, rằng nếu bài cho thể này thi làm như thế kĩa ... còn chúng ta thì học xong 
nhưng vẫn hình như có gì đỏ còn "mơhỗ ?r 

Sau khì tham gỉa các diễn đàn học tập trên mạng, đọc tài ỉiệu và tự minh tỉm tòi, 
cuối cùng, mình đã tim đến một số bàỉ viết nỏỉ về sự hỗ trđ của máy tính CASĨO trong 
việc giải hệ phương trình, mình đã cố gắng học và thực hành theo và hiện nay chiếc 
máy tính đã trở thành vũ khí đắc lực của mình trong việc tìm lời giải cho câu hệ 
phương trinh. 

Tuy máy tính không phải là một phương pháp thay thế cho giải hệ phương trình 
nhưhg nó là kìm chi nam mang tỉnh chất định hưđng cách làm đặc biệt nó rất mạnh 
cho việc phân tích ĩ phương trình thành ẩch và hễ trợ cho phương pháp hàm số" 

Tính năng SOLVE trên máy tính rất hay - nếu biết khai thác để phục vụ cho học 
tập thì nó thật sự thú vị đấy ! 

Mấy tuần cuối vừa ôn thi, mình dành thờỉ gian ngồi biên soạn và tống hợp lội 
những gì mình "thu nhặt" được từ các nguồn trên mạng Internet đế chia sẻ cùng các 
bạn đang ôn thỉ như mình. Mình quyết định biên soạn cuốn tài liệu "Tổng hợp tuyệt kỹ 
bẩm máy CASIO giải PHƯƠNG TRÌNH - HỆ PHƯƠNG TRÌNH - BẤT PHƯƠNG TRÌNH" . 

Theo minh - tải liệu nảy chỉ thật sự là bổ ích với các bạn có tinh thần quyết tâm 
đỗ ĐH, muốn chinh phục câu HPT và đã cỏ các kỹ năng cơ bản về biến đối và giải HPT. 

Hy vọng vớí tảỉ liệu cùa mình, các bạn sẽ có thêm 1 cuốn cẩm nang mới, có một 
cách tiếp cận bồi bản, khoa học và rô ràng hơn đối vởi việc sử dụng mảy tính hỗ trơ 
giải HPT và sẽ kiếm trọn vẹn 1,0 điểm đốt với câu HPT trong kỳ thi sắp tởi. 


TÁC GIẢ 
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Dạng 1: CÁC Mốỉ QUAN HỆ Đươc RỨT RA TỪ 1 PHƯƠNG TRÌNH 

_ Chúng ta cùng khơi đỏng bằng ỈÌỈỘỊ bài dễ trước nhé 


Ví dụ 1: (CD-2014) Giải hệ phương trình sau H 

X 2 +xy + y 2 =7 {1) 

T 7 


X -xy-2y = -x+2y (2) 


Ỉhrớỉíg dẫn quy trình 

CÁCH I 

* Nhận xét chung: 

- Hộ gồm 2 phương trinh 2 ẩn + đicu đặc biệt là ở chỗ I phương trình có thể biển đỏi được 
còn 1 hệ thì không có gì mã biền đổi (nhìn quứ các bạn sẽ thầy như vậvl 

- Vậy dàn ý cliimg là: từ phương trình bĩcn đổi được đưa ra mối quan hệ X và y rồi thê 
vào phương trình không biền đỏi được 

- Bâng giác quan ta sẽ tìm cách nào đó đc xứ lý phương trình sổ (2), các bạn đa số là sẽ 
cử viết - dùng đũ inọi cách nhóm và rải tự dưng I 1 Ó ra 

- Ờ đây, mình sc trình bày 1 phương pháp để lấy căn cử bìcn đổi như sau: 

Sứ dụng tính năng Solve: 

+ Nhập nguyền phương trình số 2: X 2 - XY -2Y 2 = -X + 2Y 
Án trcn máy: 

Alpha X X 2 - Alpha X Alpha V - 2 Alpha Y X 2 Alpha = (dẩn = màu dỏ nhé) - alpha X +2 aipba Y 
Giúi thích "Alpha X , Alpha Y" là gọi hiên X, biên Y nhưng vời máy tính thì mặc định X lủ 
hiển, Y ỉà tham số 
+ Sau đó cẩc bạn bấm: Shiít Solve 

+ Máy hiện : Y? í- tức là máy hõì ban đầu cho Y bẳng mẩy đê còn tìm X 
+ Các bạn khỡi tạo giá trị ban đẩu cho Y là 0 bằng cách nhập: (} = 

+ Ncu máy hói “Solve for X” thì các ban ấn dẩu “ = ” ỉihé 
+ Bây giờ máy sẽ xử lý, việc của mình ià dợi chớ. 

Máy hiện: 

X = 0 tư là khi y = 0 thì có nghiệm X = 0 ị cổ bạn SỀ átợc nghiệm -/ nhưng không sao) 

Ị_ - R = 0 sai sổ của nghiệm là 0 

- Rỏi vầy là được V = ũ thì X = 0 

- Tiếp theo các bạn ẩn "mãi tên chí sang trái" đc quay trỡ về phương trình 
Lại bắt đẩu khởi tạo giá trị ban đẩu Y=l, máy lại tính ra X = 2 

* Cứ như vậv tới Y = s thi được các kct quã như sau: (báng ỉ) 
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Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 hoặc -1 

2 hoặc -2 

-3 

-4 

-5 

-ó 


- Các kct quà này hoàn toàn là do máy, tứ khi Y = 2 tởì Y = 5, ta thây nó xuầt hiện 1 quy 
luật gì đó. 

- Roi quay trỡĩ lại thư Y = 1 thì nó cho ra 1 kct quả nghiệm khác vần cùa phương trình cù 

- Vì tính năng Solve là tính năng dò nghiệm theo công thức Ncvvton nên nó sẽ tìm 
nghiệm gẩn với giá trị biên hiện tại cua X * 

- Từ Y = 2 ta thẩy nó xuất hiện 1 quy luật gì đó, dc dàng nhận thầy ỉà X + y+ 1=0 

- Vậy ta SÈ bien đỏi phương trình (2) theo xem dược không: 

x 2 -xy-2y 2 = -x + 2y « X 2 -xy-2y 2 + X -2y =0 

<=* x(x + y+ ])-2xy-2y Z -2y = 0 <=> x{x + y +l)-2y(x + y + l) =0 
<F=> (x~2y)(x + y+ l) = 0 

- Vậy nghiệm vừa rồi bị nhicu là do x-2y =0 

[ V = 2 V 

thế vào phương trình đầu tiên 

*=-ừ+l) 


* X =■ 2y thì: 4y 2 + 2y 2 + y 3 = 7 y ss+1 


* X = -(y + n thì các bạn tự xư lý nhé 

Bạn cửỉàm thữĩheo cách minh mồ tá đì nhẻ - nổi thì dài thôi chứ lác ỉàtn thì nhanh íẳtn ỉĩỉ 


CÁCTl 2 : Cách này tuy phức tạp hơn tiiumg kiêm soắt được toán bộ nghiệm 

- Vời Y = 0 ta đà tìm được một nghiệm X = 0 

- Đổ xcm phương trình có còn nghiệm nào khác hay khồng. các bạn làm như sau: 

+ Ấn mũi tên sang ngang sửa phương trình thành ịx 2 -XY -2Y’ +X-2YỊ:{X -ũ) 

+ Phương Ưình này đe bỏ nghiệm vừa tìm được và tìm nghiệm mới 
+ Sau đó, bẩm lại như ban đâu thì tìm được X = - 1 


+ Sau đó lại ấn 


X 2 - XY - 2 Y 2 + X - 2 Y 
(X-0)(X+1) 


+ Sau đó lại bẩm giải nghiệm thì máy báo “CaiTt solve” tức là vô nghiệm hay hct 
nghiệm rồi. Vậy là được Y = 0 thì X = 0, X = - 1 

+ Tiếp theo các bạn ẩn "mũi tên chi sang trái" đé quay ướ về phương trình. Ta lại phái 
sữa phương trình thành X 2 - XY - 2Y 1 + X - 2Y 

- Lại bẳt đấu khởi tạo giá trị ban đâu Y = 1, X = 0 thì máy lạỉ tính ra X = 2 hứặc (-2). 

Cứ như vậy tới Y = 5 thì được kct quà như sau : ị báng 2) _ 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 hoặc ( -1) 

2 hoặc (-2) 

(-3) hoặc 4 

(-4) hoặc 6 

(-5) hoặc 8 

(-6) hoặc 10 
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Cách này tuy đầy đtỉ nhưng sẽ rắt mất thời gian chỉnh sưu phương trình nên trong 
tủi liệu đa phẩn mình sẽ giai hằng cách /, vì những hài thi DH không quá phức tạp. 

CẢCU 3: Dê tìm nghiệm khác ngoài ỉ nghiệm tìm được 

- Ví dụ khi Y = tì, lúc máy hóí “Solve for X” các bạn ấn 0 = sẽ tìm được nghiệm X = tì 

- Các bạn ấn *‘-9 =” thi sẽ dược nghiệm X = - 1 

- Các bạn ấn “9 =” tìừ sè được nghiệm X = tì 

Vậy là ta dâ tìm được ngay 2 nghiệm X = - 1 và X = 0 khi Y = 0 

Mình rầt hay dùng cách ỉ cho hệ vờ cách 3 cho phtrơĩig trình ì (hi, đê tàng tốc độ làm hùi 

- Các kềt quả này hoàn toàn là do máy. tứ băng 1 ta thầy khi Y = 2 tời Y = 5 ta thay nó 
xuât hiện 1 quy luật gì đó, Tại Y = 0, Y = 1 không xuât hiện quy luật do có nhân tứ khác 
gây nhiều bới vì tính nâng Solve là tính nâng dò nghiệm theo công thức Newton ncn nó 
sẽ tìm nghiệm gan voi giá trị biền hiện tại của X, ở đây các TH chúng ta đều khỡĩ tạo giá 
trị ban đau X = 0. 

- Từ Y = 2 ta thây nó xuất hiện 1 quy luật gì đó, dẻ dàng nhận thày là X + y + 1 =0, Vậy 
ta sc bién đôỉ phương trình 2 theo xem được không: 

Thêm bỏt để ép nhân tử: 

X 2 — xy—2y 2 = —X +2y <=> X 2 — xy — 2y 2 + X —2y = 0 

x(x + y +1) —2xy —2y 2 — 2y = tì <=> x(x + y +1)” 2y(x + y -Hl) = 0 


(x —2y)(x + y + l) = 0 


Vậy nghiệm vừa nãy b[ nhiều là do X - 2y = 0 

r 


Còn lại thì de dàng rồi nào: 


X — 2y 

Jl = —(y +1) 


thổ vào phương trình đâu tiên 


* X = 2y thì: 4y 2 + 2y 2 + y 2 = 7 <=> y = ±1 

* X = -(y + l ) thì các bạn tự xử lý nhé 


Tiếp tục nhé, nâng levet lên nào ĩ 



ỉỉưímg dấn quy trình 
* Nhận xét chung 


- Thẩy ngay phương trình sổ (2) khó biền đổi, phương trình (n có vé đe hơn . vậy ta thử 
xem nào 

Lưu ý ỡ bài này: đicu kiện phương trình (1) là X > y bới vậy lúc khới tạo giá trị ban đẩu 
*‘Solve for X” các bạn phái nhập sổ lớn hơn Y, chăng hạn là * 4 9 — ■ . Tại sao lại the ? 

VI nổu bạn cho Y = 3 mà giá trị ban đâu X = 2 thì máy se có 2 kieu dò nghiệm 

- Kicu 1 là: 2 -» 2,1 -4 2, 2 -4 2,3 

- Kiểu 2 là:.4- 1, 7 <-1,8 <-1,9 «- 2 

Nhưng đi theo đường nào thì njx - y cùng không xác định ngay, do đó máy dứng dò 
nghiệm và báo “CaiTt Solve” 

- Do đó phái khởi tạo gĩđ trị ban đầu của X lớn hơn Y 

- Các bạn làm tương tự, mình cho kết quã luôn: 
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Y 

0 

ỉ 

2 

3 

4 

5 

X 


_2_ 

3 

4 

5 

6 


Vậy là đần tiên mình đĩ theo htrởng “x - y - 1 = trước ví vế phái cổ sẵn rồi 
kia, chi cần hiển đồi những sổ còn ỉại xem cổ được không là chuyên hướng luôn ĩ 

(1 - y > + X = 2 + (X - y - iựỹ 


<=> 


(l-y)^x-y + x.-2-{x-y-l)yjỹ = 0 
<=> n-y)n/*-y+(x-y-l)+(y-l)-(x-y-l) > jly = 0 
<=> (1— y) 


ì /x-y-l] + (3i-y-l)[l” 1 Jy] = 0 

t/.v-v-I = 0 


- Tái đầy tự nhử .sao lĩiià may thê - cỏ ]ẽ là ý ưởi ! 

The vào phương trình (2) rồi xứ ticp nào: 


Ỉ-Jỹ = ũ 




.v= y + 1 

V — 1 


- Với y = 1 thì 9 - 3x = 0 => x=3 

- Với y = X - ĩ thì 2y 2 — 3( y +1) + 6y+ J = 2Ậ — y — yỊĨ— y <=> 2y z + 3y — 2 = -Jĩ-~ỹ 

- Tới đây minh suýt khóc cái vì cái phương trình sỉẽu chuồi này, nhung hây nghĩ vc ước 

mơ đại học ncn ta sẽ huy dộng mọí thú thầy ! . Từ nãy giở cái điều kiện chưa động đcn 
y > 0 mà bây giơ lại có y < I. vậy ye [ũ’j] 


- Dẻ thấy VP đồng bicn với điều kiện trẽn, VT thì nghịch biển, các bạn tính đạo hàm ra sẽ 
tliãy nên nếu phương trình có nghỉệni thì sẽ là nghiệm dưy nhất 

- Thứ bấm máy coi nào: 

- Sau đó bầm Shift solve 


2 alpha X X 2 + 3 ạjpha X - 2 Alpha = (màu đó) -T 1- alpha X 

0,5 = 


Phai dùng hiển X nhé * mù máy nó mặc định như vậy rồi! 

- Ta đang tìm X trong khoảng [0;] I mà nên phái khỡi tại giá trị ban dấu X - 0,5 chăng 
hạn được X = 0,6 ] 8033..... 

- Nêu X nguyên thi xong rói đó nhưng đẳng này có vẽ không còn may mắn nữa. 

- Vậy Bộ giáo dục cố tình ra nghiệm lc đc làm khó ta. nhưng mình đâ có cách 

Ta thứ binh phương nghiệm X đó len xem có dẹp không nhưng câu trã lòi là không! 

- Hi vọng nghiệm này không quá xẩu, nó có dạng - + là dạng nghiệm cùa phương 

c 


trình bậc hai thì sẽ giãi quyêt được. 
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* Tư duy ở đây là: phương trình ưên J 1 CU bình phương lên SỄ ra bậc 4 dấy đti nên có thể 
phân tích được thành : (x ; +Sx + P)(x 2 +S f x + p). Do đó ta chi cẩn tìm được 1 nhân tứ 

(x" + Sx + PỊ là xong, vậy la cân tìm 3 trong 4 nghiệm. 

- về lý thuyết là nhu vậy nhưng thực tế mình lìm cả 4 nghiệm luôn* 

- Bần chđt cửa phương trình ưcn là bậc 4 nên ta sc bình phương lên đê mất căn rỏi 
chuyển sang một vc. 

-Các bạn nhập lại phương trình thành 

- Các hạn bấm (lẩu để lưu phương 

- Sau đó bấm Shift solve 0 = 

Máy báo X = 0*3228.... 

- Sau đó các bạn bấm RCL X Shỉft STO A để lưu nghiệm X vừa tìm được vào A Vậy là 
được ỉ nghiệm, đề tìm nghiệm Ihứ 2 ta làm như sau: 

- Nhan nút đẩy lên 2 lần đổ tìm phương trình ta đã lưu 

- Dưa mũi tẽn ch ỉ sang trái, sửa phương trình thành: _ 

((2 alphaX x a +3alphaX - 2} 2 - (I-alphaX)): (X - A) 

- Sau dó bẩm Shift solve 

- Máy hỏi A? 0,3228.thì các bạn bẩm dẩu = Máy hiện “Solve for X” thì các bạn 

cũng ấn 0 - 

Máy báo X = 0,6180 

Các bạn lỉm phím đẩy sang trát rầi ấn = để tim lại phựợng trình 

- Sau đó các bạn bấm RCL X Slìiít STO Ịỉ đc lưu nghiệm X vừa tìm được vào B 

- Vậy đâ có nghiệm thứ 2 . các bạn lại ần nút đẩy lén 2 lẩn, rồi đây sang trái đc sửa 
phương trình tìm nghiệm thứ 3 các bạn lại sứa thành 

((2 alpha X X 2 +3 alpha X - 2) 2 - (1- alpha X)): (X - A)(X - B) 

Sau đo bẩm Sliiít solve = = 0= 

Dược nghiệm thứ 3 là : X- -1,61803.* ..* 

- Các bạn ẩĩìi phím đấy sang trái rồi ấn = dê lưu lai phương trình 

- Sau dó các bạn bấm RCL X Shiít STO c đề lưu nghiệm X vừa tìm dược vào c 
Tương tự phương trình tìm nghiệm thứ 4 : 

((2 alpha X X 2 +3alpha X - 2) 2 - (1- alpha X)>: (X - A)(X - B)(X - C) 

Sau đó bẩm Shiít solve = = = 0= 

- Các bạn sc được nghiệm thứ 4 là: X = -2,3228... 

Vậy ta đã dược 4 nghiệm là A, B. c. X 

- Ta bict rõ ràng là nghiệm B = 0,618... là nghiệm cùa phương trình ban đâu nên ta sẽ xct 
các tích BA, BC. BX xem tích nào đẹp 

- Thẩy ngay: BC = - 1 và B 4- c = - ỉ 

Vậy phương trình chứa nghiệm B, c này Là JL 2 + x-1 {định lý Vỉ-et đáo) 

Đây chính ỉà cách phâtt tích phuữntĩ trình bậc 4 thành nhân tít vởi máy tính 

Vậy ta sc cổ nhóm đẾ xuầt hiện nhân tứ này: với bài thi là y 2 + y-1, ép nhân tử như sau: 


(2 alpha X X 2 +3 alphaX - 2) 2 -11 - alpha X) 
trình vào máy. 
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2y 2 +3y-2 = lịĩ-ỹ 
« 2( y 1 4- y — ]) + >■ — Jl — ỵ = 0 


+y _i, + rzl2» = 0 


y + <jĩ— 


>■ 


2 1 

•í=> (y- + V — i)( 2 + - ■ - — j m — ) = 0 


y+yỊĨTy 


t=> y 1 + y—1 =0 <=> 


y = ■ 


tim) ->A = 


^5 + I 


_ ->/5 + 1 , 

V = —^— -{loai) 


Các bạn tự két luận nhé! 


Ví dụ 3: (RA - 2014) Giải hệ phương trình 


^/]2-y+ựy(Ì2-x 2 >=l2 

X 3 —Sx -1 = 2njỹ~2 


ỉiirớĩtg dãti quy trình 

*Nhận xét chung: 

- Vần thây phương trình 1 dề xơi hơn, chư phương trình 2 khó biền đồi 

Í2<ý<]2 

11 1 J 2 <]2 


Cử đặt điêu điện cho lịch sự dă: 


Y 

2 

3 

4 

5 

6 

12 

Ũ 

X 

3,16 

3 

2,828 

2,64 

2 t 44 

0 

3,464=^/12 


Nhận xét chung là Y tăng thì X giảm 

- Với Y = 2, Y = 4, Y = 5. Y = 6 thì kct quả xẳu quá ta thứ bình phương lẻn xem cỏ sử 
dụng được klìỏng 


Y 

2 

3 

4 

5 

6 

12 

0 

X 1 

9.9999 

9 

8 

7 

6 

0 

12 


- Tính tới 2 ,3 kểt quã đầu đã thấy sô mình may rổL Các cụ phù hộ thì phãi khác chứ 

- Nhận thầy y + x 1 - 12* Căn cứ vào phương trình 1 thì sc là y =12-.ir 

- Làm sao đc chứng minh đicu này, dc thây không the phân thích thành nhân tữ như bài 
trước được* Giở chi còn hàm số và đánh giá mà thôi 

- Hàm sô thì có tích X nhân y thc kia thì khó, chia đi thì vướng sổ 12 bẽn vổ phái 

- Vậy thử đánh giá. mà có 2 cái tích thì chi có Cỗ - si thôi 
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- Thế ta dũng máy thứ luôn cho nhanh Jihc, Chúng ta dùng mình nâng CALC “lả chồng'’ 
cứa SLOVE* 

- Các bạn nhập nguyền vc trai vào: X^/J2-V +y[ỹĩí2-ỹT) 

Alpha X 12 - alpha Y + J~ alpha Y - (12 - alpha X _r) 

Sau đó các bạn bầm CALC 

- Máy hỏi là X? cho X bằng mẩy '? bạn nhập 1 = 

- Máy lại hóí Y? cho Y bãng mấy ? bạn nhập vào là J1 hoặc tùy ý 


X 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

Y 

lũ 

tl 

10 

11 

8 

11 


Giắ trị hàm 

11,9 

12 

JL7 

11,38 

10,89 

8,7 

crror 


- Ta nhận thấy VT < 12 = VP vậy đánh gĩá là phương pháp đũng đãn, hehe ĩ 

- Áp dụng Bẩt đẳng thức Cô - si ta được: 

2 2 


- Dầu “=" xáy ra khi 


J’ = l2-.r jy=12-x 2 


- The vào phương trình 2 ta được: X 1 - Hx-ì=2-jỉ0-x 1 

- Lại bầm mấy xcm có nghiệm nguyên không nào, có thì coi như xong 

- Các bạn bấm như sau: Alpha X Shift .r 1 -8 Alpha X - ì =2 10 - alpha X X 1 

- Sau dó ấn Shĩtl Solve 9 = 

ịnếu cấc hạn ẩn 0 = sẽ bị ra nghiệm -/, nền pha ì ân 9 — đê tìm nghiệm dương - xem 
thêm cách 3 nhé JL 

- Ra được X = 3, tới đây có thể mỉm cưới được rồi, các cụ phù hộ cho con cháu rèi ! 

- Ta sẽ bicn đồi theo X - 3 = 0. Thật vậy : 

X 3 - 8.V—1 = 2 TĨqTT <=> (x* - Sx-3) + 2(1 - VlO-x 2 ) = 0 


- Ta ghép 1 với \jìù-x 2 vl khi nhân liên hợp nó xuẩt hiện jr-9 = {j-3)(jr+3) 

- Tới đây các bạn vào máy giãi phương trình bậc 3 kia xem được nghiệm gì nhé, đừng nói 
là bạn không bict bấm máy cái này ! Dược X = 3 và 2 nghiệm xẩu òm nhưng không sao* 
vậy là oke rồí 

- Bạn tiền hành chia .C-8.V-3 cho (x - 3) được X 1 +3x+l 
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Vậy ta có: 


ự-Dịx* + 3.r+ ]ị + 2(1 -VlO-.r) = 0 

r — 9 


fc>(jc-3)(_Y + 3_r + l) + 2.- 


1 + 


VlO-.r 2 


0 


o (Jt”3) 


■r + ĩ.v + l+ 2u ~ +:v ' 


Vio-.r 


1 + 


u 


, . 2(jr+3) 

Ta có jr > 0 nen cái hàm còng kcnh này X + 3_r+1 + —, > 0 

i+VlO-r' 

Do đó phương trình có nghiệm duy nhẩt X = y = 3 


Ví dụ 4: (Trích đc thi thử THPT Quồc gia 

- 2015 - SGD Thành phổ HCM): 

Giải hệ phương trình H 

r 2 

(■Jỹ+l| +“ = Ỷ +2 t Jx—2 (1) 

X 4 -——■+ “ = y 2 +y (2) 

y * 



Hướng dần quy trình 

- Khi nhìn vào 2 phương trình này thì ta thây phương trình sồ 2 dc bicn đỏi han phương 
trình ỉ, bạn nào không iihìn ra điều này thì đi thư cả 2 phương trình cùng được. 

Diếu kiện: X > 2:y>0 

- Các bạn nhập phương trình: X+-Í—^+—=y : +y như sau: 

y * 

, V . AiphaX — ] AlphaY , . ... „ 

Alpha X +— 77--— — + - 7" - - = Alpha Y X + Alpha \ 

Alpha Y AlphaX p K 

Sau đó các: bạn bẩm: Siiiíìt SoÈve máy SỄ hiện “ Y?” các bạn nhập 1 = 

- Máy sc hiện “ Sủlve for X” lức là khai báo giá trị ban đâu cùa X. 

- Các bạn bấm " 0 - ” . Máy sc trả vc giá trị nghiệm X = 0,5. Vậy Y = ] thì X = 0,5 

- Dc tìm nghiệm tiếp với Y = 2 thì các bạn bẩm : Shift Solve máy sẽ hiện " Y?” các bạn 
nhập 2 = 


Y 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0,5 

0,333... = - 
3 

ồ.25 = - 
4 

0,2=- 

5 

0,1666... = ỳ 

6 


- Dựa vào băng, ta thấy xuẳt hiện quy luật: X = * ^ <=> XY+X-I = 0. 

Ta sc ép đc xuất hiện nhân tứ trôn như sau: 
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X —1 y ĩ 
X+-—= y +y ^ 

y * 


xy + x-1 y 

- H-^--y 2 

y X 


-y=0 


^ (xy + X — 1) X + y 2 — y 2 x — xy 2 = 0 <=> (xy + X — l)x—y'(xy+x-l) = ũ 


^(xy+x-l)(x-y 3 -0) (3) 


- Rât may ỡ bài này chúng ta không bị nhicu bởi nhân tử x = y 2 như ỡ bài 1. 

- Vớí X >2.y >0=> xy+x-l>0 nen từ (3) ta có x= y 2 thè vào phương trình (1) ta có: 


(Vỹ + l) +1 = ỵ 2 + 2*Ịp^-ĩ <=> (Vỹ + l) 2 = (y' : -l)+2^/y* -2 + 1 


«1 VỸ+i) 3 = ỊVy 2 -2 + !Ị- <=* Vỹ+l=Vỉr-2+l<=* Vỹ - Vy 2 -I 


o y “ — y - 2 = ù <=> 


y = -1 < 0 
y = 2 => X = 4 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất (4 ; 2) 

Dạng ĩ: CÁC Mốỉ QUAN HỆ ĐƯỢC RỨT RA TỪ KẾT HỢP 2 PHƯƠNG TRÌNH 

Í 2(x + y)' 5 +4xy —3 = 0 (1) 

(x + y) 4 — 2x 2 - 4xy + 2y 2 + X - 3y +1 = 0 (2) 

ỉ ĩ tráng diht quy trình 

Dê xử ]ý dạng này, thì phai cộng (trừ) (1) với (2) nhân với k. đơn giản nhât là 
k = 1, có nhũng bài phái cộng (trú) đĩ k = L2,3,4,5... nhtrng dạng này bây giở khá hiếm, 
vì cùng khá là khó. ơ đây ta có: 

(x +- y) 4 — 2x 2 ”4xy + 2y 2 + X —3y + l + k^2(x + yỴ + 4xy—3j = 0 

- Các bạn cứ thử k = 1.2,3,4,5... hoặc -];-2;-3 ị-4ị- 5;„.. cho tới Y nguyên thi X nguyên 
nhé. Ta được bảng giá trị sau: 


Y 

(} 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

1 

0 

-1 





- DỄ thấy quy luật X + y = 1. Ta biến đổi như sau: 

(x + y) 4 — 2x 2 — 4xy + 2y 2 + x - 3y +1 + Ị"2(x + y ) 3 +4xy — 3 J = 0 

<=>(x + y) J + 2(x + y) J —2x 2 + 2y 2 + x—3y—2 = tì 

í^(x + y)'(x + y —l) + 3f(x + yỹ — ỉ j — 2x' + 2(y 2 —2y + 1) + {x + y — 1) = 0 
«-(x + y) ỉ (x + y-l)+3[(x + y) 1 -]]-2[x 2 -(y-ir] + (x + y-l)“0 
(x + y —lj|(x + y> 3 + 3[u + y) z +(x + y) + lj-2(x-l + ĩ) + l| = 0 
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í=> (x + y — l){(x + y)' + 3(x + y) 2 + 2 + x+5yỊ = 0 
"(x + y —1)=0 (3) 

<=> 


{x + y) i +3(x + y) 2 + 2 + x+5y =0 (4) 

Lẩy 2.(4) - (1) được: 

6{x + y) 2 + 2x + l0y+4-4xy+3 = Ù4=>6(x 2 + 2xy+y 2 )-4xy + 2x + 10y + 7 = 0 


<=> 




5x 2 + 8xy+“y 2 ^+(x 2 +2x + ĩ}+ “y 2 +I0y4 + 7 —1—= 0 

6-ífT=0 

UJ 


iV 5 + Ặ y J t(x+1)í+ 


/14 25 

5 y+ 4 


Do VT > 0 nén phương trình này vô nghiệm. 

Vậy x + y-l = 0 thay vào (1) được: 2+4x(l-x)-3 = 0<t^ X =ý=> y = ^ 

Vậy hệ có nghiệm duy nhầt là X = y = ị 
_ {bùi này cdc bạn cỏ thê tham khao thêỉìi phưcíỉỉiị ỊĩhÓỊ? đảnh giá ị 


Ví dụ 2: Giái hệ phương trình 


2x 2 — llx — 2y+9 — 0{l) 

4x : - 22x + 21 + / + 3y : + y = (2x + lW2x-l (2) 


MtPỚng dẫn quy trình 

- Gợi ý: Bẩm máy cã 2 phương trình Y nguyên X ra lẽ “4 nghĩ tới dạng 2: két hợp 2 
phương trình 

- Lẩy (2) - k.(l) bấm máy với k - 1,2,3,4.... và Y = 0 

4x 2 - 22x + 21 + y 2 + 3y 2 + y-í2x 4- l)V2x-I - k(2x 2 -I Ix -2y+9) = 0 

- Với k =L Y = 0 -4 ra X = 9,... ra nghiêm xấu 

- Vởĩ k = 2, Y= 0.. X = i quá đẹp. thừ tiếp Y = 1 được X = 2,5 


Y 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

X 

1 

2,5 

5 

8,5 

13 



- Chú ý là bài có cần thi phải bẩm luôn vởi X như vậy xem căn bẳng bao nhiêu có đẹp 
không? 

- Dẻ dàng suy ra dược: y+ 1 = V2x —l (mttổtì chứng nùnh điểu này thì cht có dừng hàm i'tĩ 
thôi), để ý vào phương trình nhé. co ep sao về dạng hàm, thường người ta cùng sẽ gợi ỷ 
cho mình cử X, y độc lạp 2 VẼ thì nghĩ tới hàm sô đầu tìcn nhé. 

- Lẩy (2) - 2.( l) ta được: 

y 3 + 3y 2 +5y + 3 = (2x + ỉW2x —1 

<=> ^y 1 + 3y 2 + 3y+1 j + 2(y + l) = (2x — l)V2x —1 + 2-Jl\ "1 

<=> (y + l) J + 2(y + ỉ) = ỊV2x”lỊ + 2i/2x—ĩ 

- Xét hàm f (t) = I 3 + 2t là xong, phẩn còn lại các bạn tự làm nhé. 
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* Chú ý: Dạng 2 này mình chi mơ rộng thêm còn chu yểu anh tập chung vào dạng Ị I'í 
có tởì 90% cúc hệ trong để thì thư vd DH_ đểu ơ dọng J, mtnh chứng ịà cac vỉ íiụ sau đây: 

Vx+T+í/x—ĩ—-^ỹ^+2 = y (1) 


Yí dụ 3: (KA-2013 í Giái hệ phương trình 


X 2 + 2x(y —li)+ y ; ”6y+ l = 0 (2) 


ỉỉướng dẫn qtty trình 

Vi. ■ A 1 * . 


- Dicu kiện X > I 

- Ta có báng kết quá với phương trình Vx-f I -+ ifx~-ĩ --^/y 4 + 2 = y (] j 

Y I 0 I ĩ I 2 I 3 I 4 5 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

1 

Can’! 

17 

82 

257 



- Dự đoán y = Vx-i 

- Tử đó các cm kct hợp vờì pp hàm sổ là ra dữ (X, V đúng độc íập nẽrt nghĩ tới hàm sầ). 

- Ta bíốn đổi phương ưtnh 1 thành: ^Ị-í/x-lỊ +2 

- Xét hàm: f(t) = Vt +2+n>t)=>r > (0 = 7 = + l>0,Vt>0 

=> do đó hàm đồng biồn nôn y = 4Ịx.-] 

The vào phương trình (2) ta được: y{y 7 +2y J + y -4) = 0 (3) 

-Xéthằm g(y)= y 7 +2y 4 + y —4 =>g l (y) = 7y fi + &y J + 1 >0 với y>0 

- De thây g( I) = 0 nen plurơng trình (3) có 2 nghiệm là y = 0 và y = 1 sưy ra X = 1 và 
X = 2. Vậy hệ eỏ 2 nghiệm ĩà (I ; 0) và (2 ; 1 ) 


+ >/x-l = J V 4 +2 + 


\ í dụ 4: (K.B-2Ũ13) Giải hệ phương trình 


Ị2x I + y 2 -3xy+3x-2y+l = 0{l) 

|4x 2 -y 2 +x + 4 = .^2x + y+ ^/x + 4y (2) 


ỉitróìtg dân quy trĩnh 

m J= ri + -k A . * 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

-0*5 

0 

0.5 

I 

i,5 

2 


là được, thật vậy: 

2x z + y I -3xy + 3x-2y + ] = 0 
<=> x(2x-y + l)— 2xy + 2x —2y + y z + l = 0 
<í=> x(2x — y +1)— y(2x -y 4l)42x —y +1 = 0 
<s=> íx —y + l){2x —y + l) = 0 

- Ớ đây có 1 phẩn tư gây nhiễu là X - y + 1 nhưng mà cũng may là không ánh hương lức 


ta bấm máy. Vậy : 


y = X + I 
y = 2x + l 


* Vớĩ y = X + I thay vào phương trình (2) ta có: 3x 1 - X+3 = V^xTĨ + *Jĩx +4 
- Các bạn bâm đtrợc ra 2 nghiệm là X = 0 và X = 1 clìi cân khỡi tạo giá tri ban đâu là 


*‘-9 =” và ‘*9 =” các bạn se tìm được 2 nghiệm này vậy se có nhân tứ “x 2 -X 
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Ta phân tích tMnh: 


3 Ị X 2 — X) + Ị X + 1 — \/3x + ỉ ) + (X + 2”-s/5x + 4 j = 0 

<=>(x 2 —x) 3 +- V -+- *, 1 — 0 

X + l + v3x + l X +2 + v^x+4 J 


« X" "X =0<=í 


X = 1 
X = Ũ 


Vậy ta tìm được 2 ughiệin là (0; 1} và (1 ; 2) 

* Với y = 2x + 1 thay vào phương trình (2) được: 


3-3x = >/4x+1 + \/9x +4 làm tương [ự như trên được: X 3+ , =—h . =— =o^x=0 

V4x+1+] V9x+4+2j 

Vậy hệ có 2 nghiệm là (0 : 1) và ụ ; ĩ) 


Ví dụ 5: (KA-2012) Giãi hệ phương trình 


X 3 - 3x 2 -9x + 22 = y 3 + 3y 2 -9y (1) 

< 1 

x 2 +ỷ-x + y=~ (2) 


Hướng dim quy í rí ti ti 
Gợi ý: 

- Báng kct quá với phương trình 1: X 3 -3x 2 -9x +22 = y 3 +3y‘ -9y (1) như sau: 


Y 

0 

t 

2 

3 

4 

100 

X 

2 

3 

1,79 hoặc 4 

-1 hoặc 5 


102 


- Bài này cũng có phân tử gây nhiều cho việc bầm máy, nhưng la vần tìm được là có nhản 
tử: X = y + 2 hoặc X - 1= y + 3 hoặc X - 2 = y hoặc X - 1 = y + 1 (căn cứ vào hài mà cỉìỌìỉ 
mỏi quan hệ thích hợp) 

- Rõ ràng X và y độc lập với nhau nên nghỉ nay tờĩ phương pháp hàm sỏ, các bạn biên 
đỏi thành: 

(x’-3x ! +3x-l}-12(i-l) = (y J +3y ! +3y+l)-12(y+l) 
»(x-l) 3 -12(x-l) = (y+l)’+<y+l) 

- Dê xét hàm thì các bạn phái chú ý vào đoạn mà ta cần xét nhé, ỡ đây phái bám vào 

phương trình (2), BGD giải khá chi tiết rồi, mình chỉ định hương cho các bạn thôi. _ 


Ví dụ 6: (KA-2Ũ11) Gĩãĩ hệ phương trình 


5x 2 y-4xy 2 + 3y 3 -2(x + y) = Q{l> 
xy(x 2 + y 2 ) + 2 = (x + y) 2 (2) 


tỉtantiỊ dẫn quy trình 

Gợi ý: 


- Báng kct quá với phương trình (2): *y(* 2 + y 2 ) + 2 = (x + y) z (2) 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

-1,4141 

1 

0,5 

1 

3 

1 

4 

I 

5 


- Rõ ràng ta thấy phương trình có nhân tứ (xy -1) ta sẽ cổ tính nhóm đê xuẩt hiện nó: 
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(xy-l)(x 2 + y 2 )-(x 2 + y : ) + 2-(x + y) z =0 
$*(xy-l)(x 2 + y 2 )+2(l-xy) = 0 
(xy — l) (X 2 + y 2 — 2} = 0 

+ TH 1: xy = l : Các bạn lự làm vì đơn gián 

+TH 2 : x : + y : =2 thay vào (1) được : 3yỊx 2 + y 2 )—4xy 2 + 2x 2 y —2(x4-y) —Q 


- Các bạn bám máy đề tìm quy luật của phương trình này: 6y-4xy 2 + 2x 2 y - 2(x + y }=0 


Y 

Q 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 

1 

0,5 

1 

3 

1 

4 

1 

5 


- Vậy lại có nhân lử (xy -l) = 0, la sc lại ếp nhân tứ: 


6y —4xy : + 2x 2 y —2(x + y) =0 
<=> —2xy 2 + x 2 y —X + 2y =0 
<=> —2y (xy ” 1) -K X (xy " 1) = 0 
<=>(*-2y)(xy-l)=0 


Tới đây thì dẻ rổì, còn lại các bạn tự bĩèn đôi ticp nhé. 


Ví dụ 7: (KA-2010) Giải hệ phương trình 


(4x 2 + l)x + (y-3)^/5-2y = 0 (1) 
4x 2 + y 2 + 2^/3-4x =7 (2) 


tí irứng (lít II quy trình (Đây lờ câu ỉ ừ íỉìẻm củứ để ĐH 2010 ) 

- DK: \<ị.x<- 

7 2 4 

- Báng kct quả với phương trình (1): (4.r 2 + IU + (v-3)^/5-2v = ũ 


Y 

0 

0 

2 

3 

-1 

-2 

X 

1,11 

0.ỈÍÓ6 

0,5 

1/3 

1,3228 

1,5 


5 

3 

l 

Can*! Sữlve 

7 

9 

X 2 






4 

4 

4 


4 

4 


5_2y „ —— 

- Dự đoán: X 2 = y hoặc 2-V = J5 - 2y 

4 

- De ý 2 vc X, y hoàn toàn độc lập nên ta sc lại áp dụng phương pháp hàm sổ: 

(4x 2 + l)x + (y-3)V5-2y=0o[(2x) z + l]| = [(5-2y) + ]]£^. 

- Xét hàm: f(t) = {t 1 + = +r) hàm này đồng bicn bícn trôn do r (t) > 0 
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V = ——— thế vào (2) 


r ——— f.x > 0 

o2x = J5 — 2y^ị 

v V=5~2.v 

:>4x 2 +Ịệ"2x 2 j +2V3-4x-7 = 0 (3) 

Xét hàm g (a) = 4.V 2 + ^ 2 ~ 2 j + 2-v/3-40- 7 trên đoạn ^G, — 1 

ra ,L A _ s 1 . 


= 4.ví4jt 2 -3)- 


< (í nên hàm sô nghịch bien. 


- Mà gí— ) = 0 nên X = — là nghiệm duy nhẩt cúa (3) 

1 ___ A /1 ^ 

- Với .V = -2. => y = 2. Vậy hệ có nghiệm duy nhát là -4;2 

2 ' {2 J 

* Mở rộng: Ngoài giải hệ phương trình, mảy tính FX - 570 ES PLƯS còn hồ trợ rẳt tốt 
trong việc gĩái bầt phương trình và phương trình bậc cao củng như phương trình vô tý: 

Sau đầy mình muốn bổ sung [hem ĩ bài như vậy: _ 

Ví dụ 8: Trích đc thí thứTHPT chuyên vinh làn 3 - 2015 ngày 17/5/2015 
Giãi bẩt phương trình : 3(x 2 — l)V2x+1 < 2(.v 3 -X 1 ) 
ỉỉtràìtỊỊ dẫn quy trình 

ĐK: X > , từ (1 ) <=> (.v-lẬu + 0 V 2 .V + I — 2x 3 


■ DK: X > — , từ (l ì <=> (.X — ])p(.v + 1)V2.Í + 1 — 2x 2 < 0 

Bẩm máy giãi nghiệm của phương trình: 3(x + Ỉì-j2x + 1 — 2.r 2 
Được 2 nghiệm là X = 6,464, vàX = -0,464.., 

I.P.. /p mrX A 13 4Ẵ lì A 13 _ 1 \ k D - / 


Được 2 nghiệm là X = 6,464,.. vàX = -0,464... 

Các bạn lưu ý và A và B. đc ý răng AB = -3 và A + B = tì nen chãc chán có nhân tứ 
X 2 -6a- 3 . Ta sc cố gẩng ép đè có nhân tử: 

3{x + ỉ)tĨ2x+ 1 - 2x 2 

= 3(jr +1 )Tĩx +1 — 2(jc 2 — 6.1 - 3) - (12.V + 6 ) 

= ĨtỊĩx + Hx + 1 - 2 V 2 ÃTĨ) - 2(a - - 6j-3) 

=ìã^ri ịx+if -^ x+n -2(x- -6,-3) 

X H-14- 2V 2x +1 

= -W2r + 1 - 1 ' 1 " 6 *- 3 „ 2{x 2 - 6.V - 3) 


Vầy ta có: 


X +■ ỉ + 2 V 2 .V +1 

, idĩx + 1 

(a ” 1)( Jf" -ÓA-3X— .—^ = — 2 < 0 

X + ỉ + 2V2-V + ] 

(x — I )(.v 2 — 6.V — 3) - -J2x + ] — 2{x + 1}] < 0 


Mà: 


« (.V — IHa 2 — ó.v — 3) - a/ĨÃ+T — 2(a +1)]< 0 
^ [X - 1)U 3 - 6.V - 3)f- (2 A+1) - V 2 ÃTT - 1 ] < 0 

■ (2r +1) — T2x +1 I = —Ị( 2.V +• l) + - 1 / 2-1" +1 +■ ] —^(-V2jr +1 + —) + —ì < 0 

=> (x —l)(x 2 — 6 jc—3)>0 
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- Tỏi đây thi các bạn biểu dicn 3 nghiêm trên 2 trục sổ: 

*oc + + +ŨC' 

- *— - > i -— 

■ 3-275 i ■ 3+275 

- Từ sơ đồ xét dẩu và đicu kiện ta có: 

' x > _i 

1 2 o A ẽ {3-275;l)u(3 + 273;+*>) 

Jte {3-275;1 )u(3 + 275ị+») 

Vậy tập nghiệm cùa BPT là: T = (3- 2757}u(3+ 275;+«) 

Ngoài ra còn I cách cũng khá hay /tím đưa pittrong trình về bậc 4 vỉ bán chắt 
khỉ bình phương lên nó ra bậc 4 mà các bạn lãm như phẩn mình hưởng dẫn hệ khẩỉ 
B- 2014 đê tìm 4 nghiệm ịơ bàì này có 2 thôi, sau khi tim rư được 2 nghiệm các bạn sứ 
dụng Vi-et đứt) ra ỉ phương trình bậc 2. lấy phương trình bậc 4 bưn đầu chúi cho phương 
trình bậc 2 này ià đtrợc phương trình bậc 2 vô nghiệm còn lại nhé) 

3U + l)72x+I-2jr = 0 
3(x +1)755+1 =2 jt 

=> 9(.r +1 ) 2 (2.V +1) = 4_r 4 
<=> 9(.v’ + 2x+ ì)(2x + l) = 4.V J 
<=> 9(2x J + 5x 2 + 4.V+1) = 4.V J 
<=> ”4j j +1 &r 3 + 45.V 2 + 3ÓX + 9 = 0 
« (jf 2 — 6x — 3)(~4-Y : — 6 x — 3) = 0 

- Tứ đây ta thấy: 3(.r + 1)755+7 — 2 jt <=> (x 2 -6x —3H-4.V 2 — 6jr —3) 

Vậy kct hợp với đê bài ta sc có: 

(x — 1 )(jc 2 — óx — 3)(—4.í 1 —6 jt — 3) < 0 <=> (x —l)(jr 3 — tìx — 3) > 0 
Ta ket luận tương tự như trên. 

Tiểp theo ìà phần phương trình vâ tỷ, vì là trong phần hệ mình đã nói kỹ phần 
gi ái phương trình vô tỷ ra nghiệm đẹp rỗi VÀ phươtig trình vô tỷ chi có ỉ căn thức 
nghiệm xẩu, bây giờ mình minh họa bàỉ chứa 2 cân nhưng nghiệm xẩu cồ thê coi là 
loại khó nhắt người ta ra trong đề thi rồi, chứ nhìểu cán mà có nghiệm đẹp như đề 

khỏi 12-2ÓỈ4 tỉù quá đơn giàn __ 

Ví dự 9r Giải phương trình vô tỷ của SỜGD Bổc Nỉnh thi ngày 21/5/2015 
Giãi phương trình: 3-s/5.r + 4 + 375+5 + 4.V 2 -1 8jc -12 = 0 
Hưởng ả un quy trình 

Mình nghĩ đầy là dạng khó nhẩt người ta có thể ra rôi, chù ỵcu mình đưa câu này 
vào đc trình bày 3 kỹ thuật chính tìm phương trình chứa nghĩẹm xầu hoặc tìm bĩcu thức 
ghép liền hợp, chứ thi mình nghĩ không ra khó tới mức này. 

* Các bạn cứ đặt DK đàng hoàng đã: X > - " 

- Bẩm máy thôi: các bạn nhập phương trình: 375 .Y + 4 + 375 +4 + 4.V : -18.T-12 này vào, 
bẩm dầu "=” đổ ỉưu lại đâ. 
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- Ticp theo các bạn hâm SliiPl Soive 0- 

- Máy cho ra luôn nghiệm X = 0* ta cân tìm tât cả các nghiệm, như mình đã hướng dẫn ở 

đẻ KB-2014 đó, 

' Sửa phương trình thành (_W5x+4 + .Wx+4 + 4x : -18x -12 Ị: X 

- Tiểp theo các em bẩm Shift Solve = đirợc X = 3,797.., 

Các bạn lu '11 nghiệm này vào A 

- Rồi lại sửa thành ịĩ%fĩT+4+ĩTC+4 + 4\ 2 -l8x-l2):X(X-A} 

- Tìcp theo các bạn bẩm Shiít Solve = = cùng hơi lâu máy báo X = 1.10 _ÍO nghiệm này 
xấp xí nghiệm 0, túc là vô nghiệm. 

- Vậy ta chi có 2 nghiệm thôi, làm sao đê tìm được nghiệm lé nữa kct họp với nghiệm lẽ 
kia đc áp dựng Vi-ct đáo, đề tim ra phương trình bậc 2 chứa nghiệm đó? 

Phương trình vỏ tý họ rẩt hay cho 1 nghiệm lè, 1 nghiệm đẹp, 1 nghiệm lè bị loại 
do đìcu kiện nhắm gây khó khàn cho chúng ta. 

* Cách í: Mò phương trình tạo ra nghiệm lẽ kia: 

- Nghiẹm đó là nghiêm cúa 1 phương trình bậc 2 nào đó luôn có dạng : ax 2 + bx -HC = 0 

- Thông thưởng a = l, c nguyên nên chữ ycu là ta sẽ tìm b 

- Ta đã hru nghiệm lẽ vào A, bây giớ ta lưu lại vào X bẳng cách RCL A Shiít STO X 

- Cấc bạn nhập như sau : X 2 + BX:B = B + ì 

“ Nhập như sau : Alpha X X' + Alpha B Alpha X Alpha: Alpha B Alpha = Alpha B + 1 Alpha 

- Sau đó bầm CALC : 

- Máy hiện X? 3,79.... Các bạn ần = 

- Máy hiện B?. Các bạn ẩn -9 - 

- Sau đó các bạn lại ẩn “=’* cho tới khi nào các bạn nhìn thây X 2 + BX là một sô nguyên 
Ờ đây mình bấm được là B = -3 khi đó X“ + BX=3 

Vậy ta có x : -3x-3=0 là nhân từ cẩn tìm. 


Ta cũng cá thể đùng tính nâng tabỉe cho nhanh - các bạn vào: Mũde 7 


- Máy hiện f(x) = các hạn nhập : A 2 +XA (X sẽ chạy mà, A là nghiệm) rồi in = 

- Máy hiện Start ? các bạn bấm -9 = thắt đầu) 

- Máy hiện End ? Các bạn bấm 9 = (Kết thúc) 

- Máy hiện Step ? Các bạn bẩm 1 = (Birửc nhay ví dụ từ 2—»3 thì bư<Vc nháy là 1) 

+ Nhìn vào báng ta thấy luôn X = -3 thì f(x) = 3 vậy f(x) = A 2 -3A = 3 
+ Vậy ta có X 2 -3x ” 3 = 0 là nhân tư cần tìm 

Ncu mà không có giá trị đẹp thì các bạn lại sưa thành : 2A 2 +XA,3A 2 + XA. mò mà, 

keke, nhưng thướng như minh nói thoi hệ sổ cùa x : là ]. 

* Cách 2: Mò biêu thức đc ghép liên hợp: Các bài toán VẺ cần như trên thường là ghép 
liên hợp, nhưng vân đề là ghép với sò nào? 

>/5x+4 = ax + b_, , ,, , 

' __ ta phái đi tìm a, b, a . b như sau: 

Vx + 4 = a 1 X + b" 


Dạng chính là: 
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- Ta có +4 = ax + b (cúi này đẻ ti ghép liên hợp đó) 


- Ta lại mò V5x + 4-ax khi nào nguyên thì dứng, ỡ đây ta dò được ngay a = 1, khi đó 
V5x + 4 - ax — ]. 

- Lưu ỷ ]à phái lưu nghiệm A = 3,79... sang nghiệm X = 3,79... nhé, xong bẩm tưong tự 
Vx + 4 — X — —1. 

/ ■ ’ 5x+4 —(x ; + 2x + l -íx 2 +3x”3) 

V5x + 4~(x + l) = —2 -—— = - T = -— 

v5x + 4+(x+l) V3x + 4 + (x+l) 


Vậy ta có J 

Thây lợi hại chưa các bạn, mới đầu cũng sc thây hoi khó khăn 


.ỉĩm _ 5x+4-(x 2 -2x + l —(x 2 —3x—3) 

v5x+4 —(x—1)=— , -— = , -— 

V^x + 4 + lx +1) i/5s + 4 f(x + l) 


* Cách 3: Dào diu : Mò nghiệm ngoại lai -* phương ưmh nhân tủ 

Cơ sở cùtì phương pháp này lù khỉ ta nhân Hên hợp, bình phương các kiêu .... 

Ban chắt vần lù từ Vã —> a tức là -H*> —*■ ™ cài này làm xuàt hiện nghiệm ngoại lai, muốn 
lọaì nghiệm ngoại lùi ta kễt hợp vài ĐK băn đầu !ù vì vậy. Tức là trong quá trình bình 
phương hay nhẫn Hên hợp vổ tình tình đã tạo ra thêm phẩn tứ ảm từ Ị phần tư dương cỏ 
giá triệt tuyệt đỗi như nhỉtií nhưng khác dâu, hơì khó hiêti nhi. 
m> /_2 . 

- Tức là 2 4Í hicu đon gián là như vậy 

- Bỡi vậy muôn tìm nghiệm ngoại lai đó chi cân giái các phương trình ngoại ỉai. nghiệm 
ngoại lai chĩ có tác dựng hồ trợ việc giải phương trình mà không phái là nghiệm chính 
thông. 

„ , f- -- /—V5x + 4 J- - 

Ta có: V5 x + 4 —»5x+ 4{ _ vãVx+4“*x+4 

\V5x + 4 

* Nghiệm ngoại lai đẻ mà kct hợp được vởi nghiệm X = 3.797.ra đẹp sc là nghiệm cữa 

1 trong số các phương trình ngại lai sau: 

. -_W5x + 4+3Vx+4 + 4x--18x-I2 = 0<1) 

' 3V5x + 4—3Vx + 4 +4x : — 18x —12=0 (2) 

I -3V5x + 4 -3Vx + 4 + 4x 2 -18x -12 = 0 (3) 

- Các bạn lấn lượt bẩm nghiệm cúa phương trình (1), (2), (3) ra rôỉ nhân với 

X = X 797.đả luu ớ A xem cái Itào đẹp lả nhận. 
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+ (1) có nghiệm : X = 5,402... lưu vào B, nghiệm X = - 0,5022,... Lưu vào c, cổ 2 
nghiệm đó thôi tliử tích AB. ÀC xem có đẹp không? Không đẹp thà sang phương ưìtih (2) 

+ (2) có nghiệm X = - 0,7696. lưu vào B. nghiẹm X = - 0,79128.... Lưu vào c, 

nghiệm X = 6,76.lưu vào D hct nghiệm rồi, bây giờ ỉa xct các tích AB, AC, AD 

Thấy ngay tíclì AC = -3 thử À + c = 3 
+ (3) Không cần giải nửa 

- Vậy ta có ĩuôn phương trình chừa I nghiệm ciia phương trình ban đẩu và nghiệm ngoại 
lai là x z -3x-3 = tì 

- Trơng các cách này mình thây nhanh nhát là cách 2, nhưng cẩn nhạy bón một chút, ưâu 
bò nhầt là cách 3 nhưng mà chẳc ăn, vừa vừa thì dùng cách ] cùng được. 

Vậy là ta đã xác định được cớ nhân tứ X" -3x -3 =0 bây giờ xác định lượng liên hợp cẩn 
ghép vởi các càn đê ra được bíèu thức này (đôi với cách l + 3) chứ còn cách 2 thì xác 
đinh sằn rồi còn đẳu. 

- Dùng luôn kct quả cùa cách 2 ta ghép như sau: 


3>/5x + 4 + 3-v/x + 4 + 4x' — I8x —12 = 0 

«3Íi/5x+4 -(x + 1)J + 3i[Vx + 4 — (x — ])j + 4(x' -3x —3) =0 

—3Ịx z -3x—3) —3(x"—3x-3) 2 _ . 

=> — k . j —+ — ĩ ——4— ^-+4(x z -3x-3) = (I 

x + l + V5x+4 X —l+Vx + 4 

«(x=-3x-3)(4-- ĩ -^=-- ĩ -^_)^0 

X 2 —3x ”3 = 0 

£=> , 3 3 

g(x> = 4--— .. - - T—— = 0 

X + 1 +v5x + 4 X-l + Vx + 4 


- Ta có: 


g ■(*)=-- - x íl+ , 5 1 + -- - - z íl + Ì 

ịx + ì+sm) \ 2j5x + 4j (x-]+Vx+ 4)H x-l + Vx + 4; 


"4 

>0,Vx>- r 

5 


- Mà g(0) = 0 -> X = 0 là 1 nghiệm duy nhẩt cùa g(x) 


- Vơi: X 2 -3x -3 = ũ 4=> X = -—thử lạĩ chi có nghiệm X = [hõa mãn 


Vậy phương trình chí có 2 nghiệm là : X = 0 và X = 


3+^/2Ĩ 


2 
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Ví dự 10: Giải hệ phương trình 


x ? {4y : + l)+2('x : + lị-\/x =6 (1) 
x 2 y|2 + 2^4y 2 +1Ị = X + Vx 2 + 1 (2) 


Hướng dẫn quy trình 

- Bâin máy thầy phương trình (1) nghiệm quá lẽ. 


Y 

0 

1 

2 

3 

X 

(chớ quá ỉáu) 

05 = 2 

0,25 = - 

4 

1 

6 


Dê dàng thấy XY = — « 2XY = 1 => có các khả nâng sau : 


2xy —1 = 0 
2y = 7 

X 


- Cơ sỡ để nghi tới 2y ■? Các bạn đổ ý một chút ở phương trình (2) SẺ Cữ 2 vẻ X. y gần như 

“độc lập" và hơi gần có dạng giống nhau là t + Vt 2 + l => I 1 Ó gợi ý ta dùng phương pháp 
hàm sổ, 

- Tuy nhiên ớ đây, tác giả sẽ hường dần bạn theo cách ép nhân lữ 2xy -1 = 0 như sau: 

X 2 V Ị 2 + 2-^4 y 2 +1Ị = X + V* 2 +1 <=> 2x 2 y + Ixry-ỊÃỹ 2 +1 = X +Vx ; +1 

r———- Ị ——- 4x 4 y 2 (4y 2 +l) —(x 2 +lỊi 

<^x(2xy-l)+2x-y^4y ĩ + I^Vx ĩ + l = 0 c* X (2xy ” l) + 1 )\ * )\ =0 

2x 2 yy4y 2 + l + yx 2 +] 

^ ,, (2xy) J +4xV-x 2 -l A (4x 2 y 2 ) 2 ”l+x z (4x 2 y 2 ”l) 

X ( 2xy ”l) + 1 " Ỉ-Ị —J== = 0 « X (2xy- 1) + V - L = ũ 


2x 2 y^4y 2 + 1 +Vx 2 +1 
(4x 2 y 2 -i)(4xy+ỉ+x 2 ) 

í=> xỊ2xy — 1)+--^ - J V =0<=> (2xy — ]) 


2x 2 yyj4y 2 + ỉ + Vx 2 +1 
(2xy + ])(4x 2 y 2 +] + x 2 ) 

2x 2 y-j4y 2 + l + t/k 2 + 1 


2x 2 y^4y 2 +1 + yỊxT+ỉ 

- Đến dãy ta phải tìm cách chừng minh dâu ngoặc vuông phức tạp kia luôn dương !!! 
+ Ta thầy rẳng từ phương triiứi ( 1) thì X >0 

+ Tứ phương trình (2): x 2 yị2-Ỷ-2iJÃỹ 2 + ỉ Ị = X+Vx 2 +1 =>y >0 (do X > 0) 

(2xy + l)(4xV + I + x 2 )" 


= 0 


+ Như vậy với X > 0;y >0 thì 


> 0 => 2xy ”1 = 0 


2x 2 yv^y 2 + ] + x/x 2 +1 

- Xét X - 0 không phải là nghiêm nên X > 0 => X +Vx 2 + ỉ > 0 

- Tứ phương trình (2) =>y(2+2^4y 2 + l)>0 t chia 2 ve phương trình (2) cho X 2 ta được; 
(2y)+(2y)^j i 7ĩ=Ịij+^i-jiĩj+ĩ«f(2y)=f^ij (3) 

- Xét hàm sổ i‘(t) = t + iVt 2 +l.t >0=>f{t) là hàm đồng biền (4), Từ (3) và (4) => 2y = — 

X 

- Thay 2y = — vào (1) ta được x 3 + x + 2(x 2 + l)Vx -6 (5) 
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- Ta bẩm máy thấy (5) có nghiệm duy nhẩt X = 1, vậy cẩn chứng minh hàm 
f(x) = x J + x + 2{x 2 + l)V* đơn điệu với X > 0 

+ Ta có f'(x)—3x 2 + x+4xVx + —i=->0,Vx>0=>f(x) Là hàm đồng biồn với X > 0. 

vx 

+ Tứ (5) và (6) vậy X = ] là nghiệm duy nhẩt cùa (5). 

7 , r ( n 

- Kêt luận: hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x; y) = l;-f 

_ ^ V _ 

Ví dụ 11: (Để thi thứ THPT Quổc gia - THPT chuyên Vinh lần 4 - 20Ị5) 

Giãi bẩt phương trình 1 + Vx-l Ị-v/ĩx-3Vã"-ĩ) >0 

ỉltrớĩiỊỊ dần quy trình 

+ ĐK: X > l 

+ Bước 1: Dùng solvc ta tìm đươc X = 2 là nghiệm duy nhất, với nghiệm này thì : 

[ Vx — 1 = 1 „ . A 

vậy tasc ép nhân tửđê xuầt hiện (x-2X_>0) hoặc 0<„4 >0. 

[v2x =2 

+ Ta làm như sau: 

1 Wx -1 (>/2x -_Vx - ] ) J > 0 

« Ỉ-TT-Ĩ+TT-Ỉ (>/2x—3''/x-T) + ]J>0 

«• —+Vx~—ĩ ịyỊĩx — 3 V* -1+1 ] Ịj >/2x — 3Vx—1Ị — (x/2x —3Vx — iỊ+ij>0 
+ Tacó: Ịj>/2jí-3-\/x-l) 2 ”(V2x-3Vx-]}+iJ>0 nên BPT tương đương: 

í=> — — . = + Vx-I f -Jĩx —2 + 3— 3VX — 1)>0 

]+Vx-l v ' 

Vx-1 >0 


2 —X 

<=> , + 
I + Vx-1 




2(x —2) 3(2-x) 

V2x~+2 1 -H>/x —l 


(x-1 >0 


T+Vx—ĩ yỊ2x+2j 

+ Với X > 1 thi: 

x + x>x + l>x-ỉ«2x>X”l<=> V5x > Vx-I «=> 2 + V2ĨT >2+Vx—ĩ >1 + Vx-1 
4 2 2 

1 +- Tí — 1 I + Vx —ỉ \Ỉ2Ĩí+ỉ 

i >0 

1 + Vx-l v2x + I 

+ BPT lương đương : 1 2 - X — l > 0 <Ế=* 1 < X < 2 
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Ví dụ 12: Giãi hệ phương ưình 


ự^_ x _ y _Lự x _ y _I =y + l<ì) 

X +■ y + ] + ll Ịĩx +- y = lỊEx 1 + 3y' + 3x + 7 y (2) 


Hưởng đán quy trình 
+ Một bài bẩm máy thì đễ mà biên đồi thì toát mổ hôi hột 

+ Dẻ dàng dùng máy tính CASIO xét phương trình (]) ra được x-y = 2í=*x-y-2=ũ 
+ GIỜ đen tiât mục kinh điên nhất mang tên “ép duyên" 


yỊx 2 -x-y-\ 

[Ạ 

<=> i/x 2 -x-y-L 

<=> ^x 2 — X - y - ]. 


r 

«{ x _y_2) 



f 

o(x-y-2) 

l ả/ x 


V * 

^(x-y-2) 

L/x 


x-ỵ-2 Ịy + D -^x -x-y-t 

^/x ” y ” ] +^x — y — 1 + ỉ (y + ]} + ựx--x-y-l 

Vx^x-y-1 I ' ” ■ ' ' 

ỉỊx—y — ì + ^x — y -1 +1^ 


%/x 2 -X-y-ĩ 


(y+ l)'—Ịx ĩ —X —y —ĩ) 
(y+l) + ựx--x-y-l 
(y + l + x)(y + l-x)+(x + y + l) 

(y + lỉ+v^-x-y- 1 

(y +1 + x)(-x + y + 1} 


Vx^-x-y-] 


+ Từ (2) ta có X + y+ 1 = ‘j5)TTỈỹ 2 + 3x + 7ỵ -«JĩxTy > 0 (các cụ phù hộ) 

+ Do đó (*) <=* X - y—2 = 0 <=> y = X - 2 thay vào (2) ta được: 

2xMW3x- 2 =V8x 2 -2x-2 > ĐK: x>|, bẩm máy ra nghiệm X = ] là nghiệm duy nhất, 

3 

vậy em nó xác định rổi, không yêu cũng phải yếu* 

+ Với X - I dù 1 


V3x~2 = i 
V8x 2 -2x-2 = 2 


+ Ta có: 


2x —l + V-ìx —2 = v&x 2 ”2x - 2 2(x~l) + V3x —2 —1 -ì/Sx 2 — 2x"—2 — 2 

« 2(x—l)t , 8 * ; - 2 »~ 6 

' 7^2 + 1 >/8x' —2x—2+2 

1^, 3 ì (x-l)(8x + 6) 

l V3x ”2 +1J -v/sx z — 2x — 2 + 2 

2(4x + 3) 


<^{x-l)| 2 + 
«(*~0 


2 + -V 

V3x ”2 +1 ^8x' - 2x —2 + 2 

T 7 í 4 X + 3 ) 7 

+ Xét f (x) = 2+ -]====—-- 1 _ —,x > 4 , tởĩ đây bó tay chẩm com roL bạn nào 

v3Ã—2 +1 >/8x 2 "2x ”2 + 2 3 


khoe chirng minh f(x} < 0 dùm mình cái đi. 
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+ Tới đây mình đối hưởng: Hàm Sũ không được mà lại có nghiệm duy nhẩt nên minh cay 
cú dùng BẤT ĐẲNG THÚC 

+■ Thứ luôn : 2x -1 = s/3x-2 = I,X = I được thi ân cả, ngâ về mo. 

+ Bẩm máy thầy VP>VT, mà VT cổ dạng tổng mà muốn < thì chĩ có áp dụng 
a + b< TĨỤTTìr) thôi, thật vậy: 

2x-]+V3x-2<^2[(2x-1) 2 +3x-2J = ^2(4x : -x-i)=V8ĩ: 2 -2x-2 

+ Tới đây thì xong rồi: 2x - ] = x/3x-2 =1 *=> X = 1 (tự làm nhé) 

+■ Ngoài ra các bạn có thê hình phương 2 vể lên: 

4x I -'X~ỉ + 2(2x — ì)-JĩT-ĩ = 8x 2 — 2x — 2 
£=> 4x 2 -X — 1—2(2x-1)^=2 =0 

+ Có bạn nào nhìn ra được: 4x 2 -x-l-2(2jt-l)V3x”2 =^2x-l-V3x-2] 2 =0, kc ke ... 
+ Cuôi cùng cùng được: 2x -1 = V3x - 2 = I d X = 1 

TỔNG KẾT 

Đây là 1 phương pháp giúp ta định hướng nhanh mối quan hệ giữa X và y, rất thích hợp 
áp dung với các phương pháp phân tích thành nhân tử, phương pháp hàm so và đánh giá... Đặc 
biệt lả khả năng sử dụng để giải phương trình, bất phương trinh vô tý, phân tích phương trình 
bậc 4 thảnh nhân tử,... 

Hi vọng sau tài liệu nảy các bẹn sẽ Gỏ céi nhìn khác về HỆ PHƯƠNG TRÌNH, đã rất nhiều 
bạn có phản hồi lại cho minh là đã biết lảm và làm rất tốt, không còn thảy hệ phương trình khó 
nữa. 


Tháng ổ - 20 í 5 
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